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Un repas a les rotacions en baixa dimensio

JAUME AGUADE

Resum: Comencem amb les rotacions de la geometria elemental i les matrius or-
togonals i acabem construint de manera explicita, elemental i autocontinguda els
isomorfismes classics entre els grups d’espinors en dimensié < 7 i certs grups unitaris
o simplectics. La intenci6 del treball és essencialment didactica i es pot llegir com una
introducci6 a la teoria dels grups de Lie compactes.
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Classificaciéo MSC2020: 22-01, 20G20, 22E15.

1 Presentacio

En aquest treball de caracter elemental —i intenci6 clarament didactica—, es-
tudiarem amb detall les rotacions i els espinors en dimensions menors que
set, i els grups que formen. Abans de comencar, pot ser util incloure uns co-
mentaris adrecats als lectors que ja coneguin la teoria basica dels grups de Lie
compactes. Aquests lectors ja saben que, per a valors molt petits del rang n hi
ha coincideéncies entre els diagrames de Dynkin de les families A,,, By, Cy, Dy,.
Aquestes coincidéncies, juntament amb el teorema que relaciona els grups de
Lie compactes connexos simples amb els diagrames de Dynkin a través dels
seus sistemes d’arrels, impliquen que hi ha isomorfismes entre els represen-
tants simplement connexos d’alguns grups classics de rang petit. Aquests
isomorfismes s’anomenen isogénies esporadiques. Amb aquestes isogeénies, els
grups d’espinors Spin(3), Spin(4), Spin(5), Spin(6) —i només aquests— son
isomorfs a certs grups simpléctics o unitaris.

L’existencia d’aquestes isogénies esporadiques és una conseqiiéncia d’'un
teorema de grandissima envergadura com és el que ens dona la classifica-
ci6 dels grups de Lie compactes connexos simples, pero aquestes isogenies
també es poden construir explicitament per métodes que podriem qualificar
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d’elementals." Son unes construccions que duen sovint P'eufemistic qualificatiu
de «ben conegudes» pero, més enlla del cas de Spin(3), no és facil trobar-ne
una exposicio elemental i completa.

El primer objectiu d’aquest treball va ser construir explicitament aquestes
isogeénies esporadiques i, al mateix temps, repassar certs resultats classics
sobre la geometria de les rotacions en baixa dimensio, pero rapidament ens
vam adonar que, si bé aquestes isogénies eren la nostra Itaca —«sense ella
no hauriem partit»—, tots els paisatges que anavem trobant fent cami eren
potser més interessants que 1'objectiu final. El text va anar adquirint un fort
component didactic, i tal com el presentem ara potser es pot llegir com una
introduccio a la teoria dels grups de Lie compactes, basada en I’estudi concret
de les rotacions en baixa dimensio i la seva relacio amb els espinors.?2

2 Preliminars: parlem de rotacions

Euclides, probablement per evitar les famoses apories del moviment (Zeno,
Aquilles...), intenta desenvolupar tota la seva geometria sense utilitzar mai el
moviment. Tanmateix, no pot deixar de fer-ho (dissimuladament) en algun punt
concret, el més escandalds dels quals és ni més ni menys que la proposicié
quarta del llibre primer: el criteri CAC de congruéncia de triangles. De fet,
aquest criteri és indemostrable a partir dels axiomes d’Euclides: cal incloure’l a
la llista d’axiomes —com va fer Hilbert— o bé disposar d'un grup prou gran
de moviments, és a dir, de les rotacions i les translacions. En qualsevol cas,
d’una manera o d’una altra, el concepte de rotacio és inherent a la geometria
euclidiana i el podem definir com qualsevol transformacio del pla que deixi un
punt fix, conservi la distancia i conservi I'orientacio.

Una conseqiiéncia significativa dels axiomes de la geometria euclidiana és
que podem identificar els punts i les rectes d’Euclides amb els punts i les rectes
de I'espai afi de dimensi6 2 o 3 sobre un cos ordenat arquimedia pitagoric.
Si, a més, volem disposar de tots els angles, de tots els poligons regulars, del
nombre 17T i, en general, si volem poder utilitzar conceptes com continuitat,
connexio i completesa, aleshores aquest cos pitagoric ha de ser el cos real i
hem d’identificar la geometria d’Euclides plana a la geometria afi euclidiana
ordinaria de R?. En aquest context, no és dificil demostrar que una rotacio no és
altra cosa que una aplicacio lineal R: R? — R? que conserva el producte escalar
ordinari i conserva 'orientaci6. Si My és la matriu de R en la base canonica,
R és una rotaci6 si i només si Mg M}i = I (és a dir, si les columnes de Mg (iles
files) son vectors ortonormals) i det(Mg) = 1.

Amb aixo que hem dit, el concepte de rotacié admet una generalitzacié obvia
a l'espai euclidia R" en qualsevol dimensié n. Les matrius reals M que complei-
xen MM! = I s’anomenen matrius ortogonals i, necessariament, tenen determi-

1 Sense algebres de Clifford, algebres de Lie, sistemes d’arrels, teoria de representacions, geo-
metria diferencial, grups de Coxeter, grups de Weyl ni, evidentment, el teorema de classificacio.

2 Quan he impartit cursos sobre grups de Lie he dedicat més temps a treballar «a ma» amb els
grups classics que no pas a fer teoria general. Aquest treball segueix les mateixes idees.
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nant +1. Formen un grup que es designa O(n): el grup ortogonal en dimensio n.
Les rotacions s’identificaran als elements de O(»n) de determinant 1 i formen un
subgrup normal de O(7) que es denota amb SO(n): el grup especial ortogonal.
Si incloem R™ ¢ R'*" com I'hiperpla x; = 0, tindrem una cadena de subgrups

{I} =S0(1) € SO(2) € SO(3) € SO(4) c SO(5) Cc SO(6) C - - -

L’objectiu d’aquest treball és estudiar d’'una manera minuciosa els sis primers
grups d’aquesta cadena i relacionar-los amb els espinors, un concepte que ja
explicarem quan arribi el moment.

La geometria afi sobre els espais vectorials complexos C™ és forca diferent
de la geometria euclidiana, pero també és extraordinariament important. Quan
passem de R™ a C" el producte escalar estandard —que és I’eina basica de la
geometria d’Euclides— s’ha de reemplacar pel producte hermitic:

((U1,...,Un), (V1, oo, Un)) = UV + - - + Uy, € C.

En aquest nou context, les matrius que conserven el producte hermitic de C"

son les que compleixen MM* =1 on M* := M'. S’anomenen matrius unitaries i
formen un grup: el grup unitari U(n). Igual que abans, les matrius unitaries
de determinant 1 formen un subgrup normal SU(n) de U(n) i tenim una
cadena de subgrups

{1} =SU(1) c SU(2) c SU(3) c SU(4) c SU(5) c SU(6) C - - -

Rotacions del pla

La teoria de les rotacions del pla és tan coneguda que potser no ens adonem de
totes les matematiques que hi ha al seu darrere, de la quantitat de matematica
que necessitem per fonamentar-la rigorosament. Caldria parlar, com a minim,
de la teoria geometrica dels angles, de la quadratura de la circumferencia
—Ii, per tant, del nombre 11—, de les funcions trigonometriques, del cos dels
nombres complexos, de la funcié exponencial complexa i de la formula d’Euler.3
Aqui no toca repetir tota aquesta teoria, pero si que en farem un resum rapid:

e Podem identificar els punts de la circumferéncia unitat amb els angles,
que son els elements de R/271Z. Els angles formen un grup abelia amb la
suma.

e Si A € SO(2), existeix un angle 6 unic tal que A = (‘;’;g ’Cgisn09>. El producte

de rotacions planes es correspon amb la suma d’angles.

e Els vectors del pla R? es poden identificar amb els nombres comple-
x0s C, de manera que la circumferéncia unitat S! de R? coincideix amb el
conjunt dels nombres complexos de modul 1: S! = {z € C: zZ = 1}.

3 Podeu llegir, per exemple, el darrer capitol del llibre Matematiques: comenceu per aqui (2024,
accés lliure amb llicéncia Creative Commons), del mateix autor que aquest treball.
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¢ Els nombres complexos de modul 1 formen un grup amb la multiplicacié:
és el grup U(1). Per tant, la circumferéncia S! adquireix una estructura
de grup (abelia) de dues maneres (que son la mateixa): si identifiquem la
circumferéncia als angles, podem considerar la suma d’angles; si identifi-
quem la circumferéncia als complexos de modul 1, tenim el producte de
complexos:

S1=s0(2)=U)=zR/2Z={zeC:]|z|] =1}.

e Si z és un nombre complex de modul 1, la transformacié w — zw és
una rotacio del pla R? (identificat a C). L’angle d’aquesta rotacio és 1'inic
angle 0 tal que z = (cos@,sin@) = e'’. Els nombres complexos ens
permeten donar una forma molt més compacta a I'expressié d’'una rotacio:
una rotacio6 del pla és la multiplicacié per un nombre complex unitari.

Rotacions en qualsevol dimensid

A la vista de tot aix0, podriem pensar que una rotacio a R” deu ser una cosa
ben complicada, i encara més a mesura que n es fa gran. No és aixi: tota rotacio
a R" és simplement una composici6 de rotacions planes en plans ortogonals.?
Més acuradament, es compleix aquest resultat notable:

Si R és una rotacio de R"™, existeix una descomposicio ortogonal
R'=PyLPyL--+1P dim(Py) <1,dimP;=2,i=1,...,k,

tal que R és la identitat sobre Py i R és una rotacio plana sobre cada P;,
i=1,...,k. (Observem que Py = 0 sin és parell i Py = R sin és senar.)

Podem demostrar aix0 d’aquesta manera. Definim S := R + RY, que és una
matriu simetrica i, per tant, sera diagonalitzable. Sigui w un vector propi
de S de valor propi A i considerem el subespai W := (w,R(w)) € R". Si W
té dimensio 1, aleshores R(w) € W i W és estable per R. Si W té dimensio 2,
aleshores Aw = S(w) = R(w) + Rt (w) i, per tant, R?(w) = AR(w) — w, amb la
qual cosa W és estable per R. Hem demostrat que R té un subespai estable W
de dimensi6 1 o 2.

Escrivim ara R"™ = W 1L W+ i procedim per induccio: arribem a la conclusio
que hi ha una base ortonormal de R" en la qual la matriu de R s’expressa en
forma diagonal R = Diag(A4,...,Ak,B1,...,B;), on cada B; és una matriu 2 x 2.
Com que R és ortogonal, A; = +1 i cada B; és també ortogonal. Fent un canvi
de base ortonormal, podem aconseguir que det(B;) = 1. Agrupant per parelles
els —1 també obtenim blocs que son rotacions de 180 graus. Quedara, com a
maxim, un A; desparellat i, com que R té determinant 1, sera A; = 1. O

4 Estem dient que cada rotaci6o de R" és, geomeétricament, un objecte ben senzill perque
es redueix a un producte de rotacions planes; pero no estem dient, ni molt menys, que els
grups SO(n) es redueixin a un producte de grups SO(2)!
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Una mica de topologia

L’estudi de la topologia dels grups U(n) i O(n) té un interes immens, pero aqui
només podem esbossar breument algunes propietats elementals. En primer
lloc, tots aquests grups son, per definicio, grups de matrius (reals o complexes)
i, com que podem identificar I’espai vectorial real My x;,; a R™ i 'espai vecto-
rial complex My, @ RZ™™ tots els grups de matrius hereten una topologia
Hausdorff. A més, com que les operacions de multiplicaci6 i pas a I'invers es
poden escriure a partir de funcions algebraiques i, per tant, continues, podem
parlar de grups topologics.”

També és immediat observar que els grups O(n), SO(n), U(n) i SU(n) son
compactes:5 son clarament tancats perqué estan definits per 'anullacio de
certes funcions algebraiques, i son acotats perque les columnes de les matrius
d’aquests grups s6n vectors unitaris.

Observem que, com a espai topologic, U(n) es pot descompondre com
a S' x SU(n), utilitzant la funcidé que transforma cada parella (z, A) en la
matriu que s’obté multiplicant per z la primera fila de la matriu A. Es una
funcié continua i bijectiva que, com que els espais involucrats sén compactes
Hausdorff, sera un homeomorfisme. Cal remarcar que aquesta descomposicié
no és compatible amb I'estructura de grup de U(n): els grups U(n) i S! x SU(n)
son diferents, pero els espais topologics U(n) i S x SU(n) s6n homeomorfs.

Una eina util per a 'estudi d’aquests grups és la identificacio dels espais de
classes laterals SO(n)/SO(n—1) iSU(n)/SU(n—1) amb esferes. Concretament,
si assignem a cada matriu ortogonal/unitaria el vector unitari format per la
seva primera columna, tenim aplicacions continues exhaustives SO(n) — S*!
i SU(n) — $2"~! que factoritzen per homeomorfismes

SO(n)/SO(n—-1) =S, SUm)/SUn-1) = s> 1,

Aquests homeomorfismes es poden explotar per demostrar inductivament
propietats topologiques dels grups SO(n) i SU(n). Per exemple:

Per an = 1 es compleix que SO(n), U(n), SU(n) son connexos, O(n) té dos
components connexos i SU(n) és simplement connex.

La primera part d’aquest teorema es demostra per inducci6é sobre n, comen-
cant pel fet que SO(1) = SU(1) = {I} i U(1) = S!. Fem-ho amb detall per al cas
del grup de rotacions SO(n), n > 1. Com hem dit abans, tenim una aplicaci6é
continua exhaustiva

f:80(n) — sn!

que, com que els espais involucrats sén compactes Hausdorff, sera també
tancada. Si poguéssim escriure SO(7) com una unié disjunta A U B de tancats

5 De fet, els grups O(n), SO(n), U(n) i SU(n) s6n molt més que grups topologics: sén varietats
diferenciables i les operacions de multiplicacio6 i pas a I'invers son diferenciables. Direm que son
grups de Lie. Pero en aquest text elemental no volem aprofundir en aquesta direccio.

6 Com que tenim una estimaci6é especial pels grups compactes, els distingim usant lletra
negreta.
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no buits, tindriem S*! = f(A) U f(B) i, com que S™"! és un espai connex,
aquesta unio no pot ser disjunta. Si x € f(A) N f(B), considerem X := f~1(x)
iescrivim X = (X N A) U (X N B), que és una uni6 disjunta de tancats de X.
Observem ara que X esta format per totes les matrius ortogonals que tenen
com a primera columna el vector x i aquest subespai és clarament homeomorf
a SO(n — 1), que, per hipotesi d’induccio6, és connex. Arribem, doncs, a una
contradicci6 i SO(n) també ha de ser connex. Pel que fa a O(n), el resultat
és clar perqueé O(n) és unio6 disjunta de dos tancats: SO(n) i el subespai de
les matrius ortogonals de det = —1. Com que aquest subespai és homeomorf
a SO(n), tenim ja els dos components connexos de O(n). Finalment, una
inducci6 utilitzant les identificacions SU(n)/SU(n — 1) = $2"~! j uns teoremes
(senzills) de topologia que ara no podem entrar a discutir ens demostren que
tots els grups SU(n) s6n simplement connexos. O

3 Rotacions en dimensio 3 i espinors

La descripcio general de les rotacions en qualsevol dimensio que hem vist
abans ens diu que tota rotaci6 no trivial en tres dimensions tindra un eix de
rotacio ben definit i es comportara com una rotacié en el pla perpendicular
a aquest eix. Es a dir, per determinar una rotacié R a R3 prendrem un vector
unitari @ € R® —que ens indicara I’eix— i un angle & —que sera 'angle de
rotacio en el pla ortogonal a I’eix. Aleshores, la rotacio R, que podem designar
com a Ry j;, deixara fixos tots els punts de la recta (i) i rotara un angle 0 els
punts del pla H := (ii)+, entenent que una base positiva de H sera qualsevol
base ortonormal &7, €5 tal que (€] X €>,1) > 0. Amb una mica de trigonometria
elemental podem trobar facilment una expressio de Ry ;; (V) que es coneix com
a formula d’Olinde Rodrigues:

Rp i (V) =cosOU +sin@(ii x V) + (1 — cos 0) (i, V)u.

Tenim, doncs, una bona descripci6 de cada rotacié6 —tinguem en compte que i
i @ no estan univocament determinats—, pero encara estem lluny d’entendre
el conjunt de totes les rotacions de I'espai, és a dir, la topologia de SO(3)
i la seva estructura com a grup —en particular, el producte de dues rota-
cions Ry i Re 5. Per donar resposta a aquestes qiiestions hem de parlar d’'uns
objectes anomenats espinors.

Espinors
Un espinor és una parella de nombres complexos (T, G») tals que
GiT, + 6l = 1.

Si escrivim aquesta equacio en coordenades reals, obtenim a? + b% +c2+d? =1,
que defineix 'esfera unitat de R4, és a dir, 'esfera S3. En conclusio, els espinors
estan en correspondéncia bijectiva amb els punts de 1'esfera S3.

Els espinors es poden multiplicar d'una manera curiosa:

(C1,C2)(n1,n2) = (Cin1 — Conz, Cami + Cin2).
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Aquesta estranya multiplicaci6 i les seves propietats s’entenen molt millor si
escrivim els espinors en aquesta forma matricial:

C1 -G,
(C1,C2) (Cz c )
Aleshores, la multiplicaci6é dels espinors és la multiplicacié de matrius i podem
comprovar que els espinors formen un grup: el designarem Spin(3).

Queé podem dir de les matrius complexes 2 x 2 anteriors? No és dificil veure
que sO6n matrius unitaries de determinant 1, és a dir, pertanyen al grup SU(2).
Z 152) per algun espinor (L1, »).

1
Aix0 és conseqiiéncia de la identificacio SU(2) = SU(2)/SU(1) = S3 que hem
esmentat abans, pero també admet una demostracié elemental directa. En
conclusio:

A més, tota matriu de SU(2) és de la forma (

Un espinor és la primera columna d’'una matriu especial unitaria 2 x 2. Els
espinors formen un grup designat Spin(3) que és isomorf al grup SU(2).
Aquests dos grups isomorfs s’identifiquen, topologicament, a l'esfera S3.”

Espinors i rotacions de I'espai

Hem introduit els espinors i el grup Spin(3) amb la intencié d’entendre millor
les rotacions de R3, és a dir, el grup SO(3). Per comprendre la relaci6 entre els
espinors i les rotacions de I’espai, considerem les matrius antihermitiques de
traca zero:

Hi:={H € Max2(C) :H+ H* =0, tr(H) = 0}.

H; és un R-espai vectorial i podem prendre aquesta base ortonormal:

i 0 0 -1 0 —i
O B ) R S

de manera que cada vector de R3 s’identifica a la matriu hermitica

xXi -y —zi)

U= (y,2) — Ha:= <y—zi —xi

Aquestes propietats de les matrius H;; son senzilles de demostrar:
e SU(2) normalitza ), en el sentit que, si U € SU(2), aleshores U H, U* =

H.
* HyHy = —(u, V)] + Hyixy 1 Hy Hy — Hi Hy = —2Hjixp.
e Hj; Hy Hy = — (Ui, V)Hy + Hjixi)xai- Sirecordem la identitat (i X v) X w =

(U, w)v — (U, V)w, obtenim que, si #i és unitari,

H;H; H; = —2(11,17)H,1 + Hj.

7 Pot semblar estrany que donem un nom com Spin(3) a un grup que no és altra cosa que el
grup SU(2). Quan passem a dimensions superiors entendrem millor el motiu de tot aixo.
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e Si U € SU(2), existeix un vector unitari # € R3 i un angle « € [0, 17]
tals que U = cos &I + sin « Hj;. Per comprovar aixo, observem que la
primera columna de U és un espinor (a + bi,c + di) amb a® + b? +
c? + d? = 1. Aleshores, la identitat anterior és certa amb cosx = a i
i = (sinx)"Y(b,c,-4d).

La primera propietat de la llista anterior ens diu que cada matriu de SU(2) i,
per tant, cada espinor de Spin(3) dona lloc, per conjugaci6, a una aplicaci6
lineal R — R3. Calculem aquesta aplicacio. Sigui U € SU(2), i expressem U en
la forma U = cos «I + sin & Hj;, on 1 és unitari. Volem calcular

(cos I + sin x H;;)Hy (cos «I + sin « Hy;)®.
Tenim, aplicant les propietats que acabem d’explicar:

UHjy U= (cosaxI + sinx Hy)Hy(cos o + sintxﬁﬁ)t =
= cos? «Hy + sin2« Hyjxy — sin® « Hy Hy Hy =

=cos2xHy + sin2& Hyjxy + 2 sin® «(ii, ¥)Hy = Hy.

Comparant amb la formula d’Olinde Rodrigues, obtenim w = Ry ; (V). En
conclusio:

Hi ha un epimorfisme 113 Spin(3) — SO(3) segons el qual 'espinor
[cos o + ix sin &, ¥ sin @ — iz sin «]

dona la rotacio d’angle 2 x amb vector director i = (x,y, z).

Clarament, el nucli de 113 té ordre 2 i esta format per les matrius =I €
SU(2). Aquest homomorfisme ens dona una excellent descripcié topologica
de SO(3). Recordem que Spin(3) = SU(2) = S3. Per tant, hi ha un homeomorfis-
me SO(3) = §3/{+1} = RP(3) entre el grup de les rotacions de ’espai de dimen-
si6 3 il'espai projectiu real de dimensi6 3. Deduim que SO(3) no és simplement
connex: el seu grup fonamental té dos elements i el seu recobriment universal
és I'esfera S3. A més, ara que coneixem el grup fonamental de SO(3), podem
demostrar per induccié —utilitzant la identificacié SO(n)/SO(n — 1) = "1 —
que el grup fonamental de tots els grups SO(n) per n > 2 és el grup de dos
elements.

No és dificil demostrar que el recobriment universal d'un grup topologic
admet una estructura canonica de grup topologic compatible amb I'aplicacio
de recobriment. Aixo ens permet definir el grup dels espinors Spin(7) com el
recobriment universal del grup de les rotacions SO(n). Ara bé, aquesta definicié
ens diu ben poc sobre I’estructura d’aquests nous grups: convé seguir llegint
aquest treball.

Després de tot aixo que hem vist, podem pensar els espinors —d’'una manera
molt informal— com si fossin «rotacions amb signe». Per cada rotaci6é hi ha
dos espinors que la defineixen, i aquests dos espinors difereixen en un signe.
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Digressio # 1: el cintur6é de Conway

Com que el grup fonamental de SO(3) té dos elements, ha d’existir algun
cami w de SO(3) que comenci i acabi a I tal que 2w ~ * perdo w + *.8
L’existéncia d’aquest cami es pot visualitzar molt bé amb el que es coneix com
a cinturd de Conway (vegeu la figura 1):

Imaginem una cinta llarga i estreta —com un cinturo— de manera que
un dels seus extrems esta fixat a l'origen de R3 i I'altre extrem pot estar
situat a qualsevol punt de R3. Suposem, per exemple, que la cinta és com el
rectangle [0, 2] x [0,100]. En cada instant de temps t € [0, 100], considerem
una base ortonormal positiva de R? situada al punt (1,t) de la cinta tal que
el primer vector apunta segons l'eix de la cinta, en la direccio de l'extrem
lliure, el segon vector apunta cap al punt (0, t) i el tercer vector és normal
a la cinta. Cadascuna d’aquestes bases ortonormals defineix univocament
una rotacio de R3 i la familia uniparamétrica de bases al llarg de la cinta
defineix un cami de SO(3) que comenca a la identitat.

Comencem amb la cinta plana sobre el pla horitzontal i girem 'extrem
lliure 360 graus en sentit positiu respecte de l'eix central de la cinta. La
cinta quedara entortolligada. Aixo definira un cami w de I al a SO(3). Si
ara, sense canviar l'orientacio de I'extrem lliure, intentem desentortolligar
la cinta, no podrem fer-ho: el cami que hem construit no és trivial, no es pot
deformar cap al cami constant. A continuacio, tornem a girar I'extrem lliure
360 graus en el mateix sentit d’abans: haurem construit el cami 2w. Ara la
cinta estara molt més entortolligada, pero només aparentment: facilment
podrem aconseguir, sense canviar l'orientacio de I'extrem lliure de la cinta,
retornar la cinta a la seva posicio original. El cami 2w és trivial.

4T/?/T/ ://0
|

£ r— ' 7 ()
|

[bﬂb<}:>{><’:7

3 3 $
2! / I / I / /

FIGURA 1: El cintur6 de Conway.

8 Amb el simbol ~ indiquem una homotopia, és a dir, xg ~ ¢ vol dir que hi ha una familia de
camins «¢, t € [0, 1], que depén continuament del parametre t.
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Digressio # 2: els espinors i I'electré

L’electré té moment angular com un petit planeta en rotaci6 al voltant d’'un
eix. En modul, el moment angular de tots els electrons té sempre el mateix va-
lor: /2. Pero el moment angular és una magnitud vectorial —com les rotacions
de I'espai— i, per a cada electr6 concret, en un instant concret, vindra donat
per un vector m en tres dimensions: m = myX + m,y + m;Z. Pel principi
d’incertesa, no podem mesurar simultaniament els tres valors my, m,, m;.
Suposem, doncs, que mesurem #1,. Pel fenomen de la quantitzacio, quan me-
surem M, obtindrem un d’aquests dos valors +#/2. Segons el valor obtingut,
diem que 'electré té spin +1/2.

Segons el formalisme estandard de la fisica quantica, I’estat inicial del pa-
rametre m, es descriu per una funcié d’ona ¥ que és combinacio6 lineal dels
dos possibles resultats de la mesura: ¥ = ¢; ¥, + {>¥Y_, on ¢, > sén nombres
complexos i ||Z1]]2, ||C2]1° son les probabilitats de cadascun dels dos resultats.
En particular, 11112 + ||C2[12 = 1 i, per tant, (C1,C>) és un espinor. Es en
aquest sentit que diem que el moment angular de 'electré no és un vector (una
rotacio), sin6 que és un espinor (una «rotacié amb signe»).

4 Rotacions en dimensio 3 i quaternions

Recordem que l'existéncia dels nombres complexos ens permet donar una
versio més compacta de les rotacions del pla, sense sinus ni cosinus: els nombres
complexos ens van permetre passar de la descripcio real de les rotacions com a

Ry(a,b) = (cos@a —sin@ b,sinf a + cos 0 b)

a la descripci6 de les rotacions com a multiplicar per un nombre complex de
modul 1. Es possible que hi hagi una estructura més enlla dels complexos que
tingui un rol similar a les rotacions de I'espai? La resposta és siil’estructura és
l'anell de divisio® dels quaternions, que discutirem ara.

Probablement, la millor manera de definir el cos dels nombres complexos és

C:= {(Z _ab> ra,b e [R{} C Mor«2(R),

de manera que i € C s’identifica a la matriu ((1) ‘01), cada nombre real a € R

s’identifica a la matriu (‘3 2) i, aleshores, a + ib € C és la matriu (‘; ’ab ) Amb

aquesta definicié de C, les propietats de cos son immediates. En particular, el
fet que tot element z + 0 tingui invers es dedueix del fet que el determinant de
la matriu corresponent a z és a + b? = ||z||2. Aleshores, ||zZ'|| = ||z|| ||z’]].

9 Un anell de divisi6 és un anell amb unitat 1 # O en el qual tot element no nul té invers
bilateral. Dit informalment, un anell de divisio6 és un cos no commutatiu.
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Si ara repetim aquesta estratagema amb a, b € C, observem que I'existéncia
d’'inversos es perd. Si volem obtenir un cos que amplii el cos dels complexos,
cal fer una petita modificacié utilitzant la conjugaci6é de C. Amb la definici6é
seglient si que obtenim una R-algebra de divisio de dimensio 4:

H:= {(5} —Zw> 1Z,W E (C} C Moy (C).

Els elements de H s’anomenen quaternions i compleixen aquestes propietats
senzilles de demostrar:

e Si identifiquem z € C amb (g g), tenim que C és un subcos de H. Si

definim j := (? ’01> € H, veiem que j2 = —11ique k := ij = —ji, amb

la qual cosa en el pas de C a H hem perdut la commutativitat de la
multiplicaci6. Cada g € H s’escriu coma g = z + jw amb z,w € Ci
també comaq =a +ib + jc + kd amb a,b,c,d € R. H és, doncs, una
R-algebra associativa amb unitat, de dimensi6 4, no commutativa.

e H també esta dotat d’'una conjugacio g — q que és R-lineal, generalitza la
conjugaci6é de C i compleix pq = q p —és a dir, és un antiautomorfisme
de H. El conjugat de a + ib + jc + kd és a — ib — jc — kd. Interpretant
—com hem fet— els quaternions com a matrius complexes 2 x 2, si g és la
matriu H, aleshores g és la matriu H*.

e L'existencia d’'inversos per a cada q + 0 es garanteix pel fet que la matriu
corresponent a g té determinant ||q||?, i aquesta interpretacio ens dona
la multiplicativitat de la norma a H: [|pql| = [Ipll|lqll. Tenim, doncs,
que H és un anell de divisio i una R-algebra normada.

e Una altra manera d’escriure un quaternié g és en la forma g = A + u,
on A = (q+q)/2 € R s’anomena part real o part escalar de q i i =
(gq—1q)/2 € (i, j,k)r es denomina part vectorial de q. Els quaternions
amb part escalar zero direm que son quaternions purs. Si ||q|| = 1, podem
escriure

q=Ccosx+sinxu,

on x€[0, 1] i1 €MH és pur de norma 1, univocament determinat si g ¢ R.
e Siu, v sén quaternions purs, es compleix

uv = — (U, V) +uU X,

en qué u X v s’entén mirant u, v com a vectors en la base ortonormal i,
J, k.
¢ Formula d’anticommutacio. Una identitat trivial molt util és
pa+ap =2(p,a,

que té com a conseqiiéncia que dos quaternions p, g son ortogonals (com
a vectors de R*) si compleixen pgq = —qp. D’altra banda, si g € H* i
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considerem la conjugacio ¢4: H — H com un isomorfisme R-lineal de R,
la féormula anterior ens permet comprovar que ¢, conserva el producte
escalar de R* i és, per tant, una aplicacio ortogonal.

Si A € R és la part escalar de g, es compleix aquesta identitat:
a* —2Aq + llqll* = 0.

En particular, les solucions de x? = —1 son tots els quaternions unitaris
purs, és a dir, els punts de I'esfera unitat de (i, j, k) = R3.10
Trivialment, el centre de I'anell de divisié H és R. Aix0 ens permetra
determinar facilment el grup d’automorfismes de H (pagina 21).

Algebra lineal sobre els quaternions

La teoria basica dels espais vectorials s’estén sense problemes al cas que els
escalars no formin un cos, sin6 un anell de divisié. Per tant, podem fer algebra
lineal amb els quaternions com a escalars i, per abus de llenguatge, parlarem
de H-espais vectorials. Cal només tenir presents alguns petits detalls:

La no commutativitat de H dona importancia a la distinci6é entre H-espais
vectorials per la dreta i H-espais vectorials per ’esquerra, segons que el
producte d’'un escalar g € H i un vector € s’escrigui €q o gé. En el nostre
cas, considerarem que tots els H-espais vectorials s6n per I’esquerra.

Si @: H" — H" és una aplicacio H-lineal bijectiva, I'aplicacio ¢! també
és H-lineal i podem parlar, per tant, del grup lineal GL(n, H).

Si A és una matriu n X n amb coeficients a H, I'aplicacié v — AU amb v €
H" no és H-lineal, pero v — U A si que ho és. En conseqiiéncia, en un H-
espai vectorial per '’esquerra, les matrius actuen per la dreta sobre vectors
fila. Si ho fem aixi, tenim isomorfisme entre les matrius n x n i les
aplicacions H-lineals de H" a H" (que formen un H-espai vectorial per
la dreta) i els isomorfismes lineals H" — H" s’identifiquen a les matrius
invertibles n X n.

Com que la multiplicacié6 de H no és commutativa, la teoria classica
del determinant deixa de ser valida. Per exemple, M = (; 1) és clara-
ment invertible (M2 = —2I) pero, si intentem calcular-ne el determinant
(multiplicant els factors en qualsevol ordre), sempre obtenim zero.!!

Quan treballem amb matrius quaternioniques, ni la transposici6 ni la

conjugaci6 no respecten el producte de matrius. En canvi, la conjugaci6
seguida de la transposicio si que és un antiautomorfisme: (AB)* = B*A*,

10 Veiem, doncs, que el conegut fet que el nombre d’arrels d'un polinomi no pot superar el grau
del polinomi deixa de ser cert si la multiplicacié no és commutativa.

11 Per a una discussié més a fons sobre I’extensio del determinant complex a un determinant
quaternionic, vegeu N. Cohen, S. de Leo, «The quaternionic determinant», Electron. J. Linear
Algebra, 7 (2000), 100-111.
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e Quan els coeficients de les matrius pertanyen a un domini no commu-
tatiu pot passar que una matriu tingui inversa per un costat i no per
I'altre, o que en tingui pels dos costats, pero siguin diferents. Aquests
fets patologics no passen en el cas de les matrius quaternioniques, preci-
sament perque podem identificar les matrius amb les aplicacions lineals i
una aplicacio lineal H" — H" exhaustiva o injectiva és automaticament
bijectiva.

e Per decidir si una matriu quaternionica és invertible i per calcular-ne la
inversa, podem mirar 1'algebra M, «,, (H) com a subalgebra de M2, %2, (C)
de la manera segiient: si A € Myu«n(H), A defineix una aplicaci6 H-
lineal A: H" — H", que ens podem mirar com a aplicaci6 C-lineal Ac: C?" —
C2n, Aleshores, A és invertible si i només si det Ac = 0. Evidentment, si
A1 existeix, també existeix A(El i, per tant, det(Ac) # 0. Reciprocament,
si det Ac = 0, aleshores Ac és bijectiva i A també. Per tant, A té inversa.

De cara al que farem més endavant, ens convé explicitar clarament la
inclusi6 de les matrius quaternioniques en les matrius complexes de mida
doble. Denotem amb é1,..., e, la base canonica de H" i considerem aquesta
C-base de H"

€1+, €n, j€1,...,jen.

Recordem que mirem H™ com a H-modul per I’esquerra i, per tant, les matrius
actuen per la dreta. Per coheréncia, també les matrius complexes actuaran per
la dreta. Sigui A € My« (H) i escrivim A = A; + Axj amb Aj, Ay € Myxn(C).
Aleshores, un calcul senzill mostra que I'aplicacié H-lineal donada per A és la
mateixa que I'aplicacié C-lineal donada per la matriu

(A A
A(C = <_A2 Al) .

Es facil comprovar que aquesta aplicacio My xn (H) — Moyx2,(C) és un homo-
morfisme d’anells i respecta I'operacio A — A*.

El producte hermitic de C" es pot generalitzar als vectors de H", pero ara
cal fer atenci6 a I'ordre dels factors i al fet que les matrius actuen per la dreta:1?

(1i,1) = ||4i||? on ||1i]]| és el modul de 7 com a vector de R4";

(no degenerat) (1, V) = 0 per a tot U si i només si 1 = 0;

(UA, V) = (U, U A*).

12 En el cas n = 1, la notaci6 (i, v) és ambigua perque pot fer referéncia al producte escalar
dels quaternions ii, ¥ com a vectors de R? o al producte hermitic de ii, ¥ com a vectors de H!.
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Els grups simpléctics

Lamentablement, hi ha dues families de grups que reben el mateix nom de
grups simpléctics, com a conseqiiencia del fet que hi ha dos conceptes diferents
de matriu simpléctica. Haurem de deduir del context de quina de les dues
families estem parlant. Per distingir-los, utilitzarem notacions diferents i, a
més, com que els grups d'una de les families son compactes i els de I'altra no
ho son, en cas de dubte direm que parlem del grup simpléectic compacte o del
grup simpléctic no compacte.

Els grups simpléctics no compactes. El pas de la geometria euclidiana
a la geometria simpléctica —important a la mecanica hamiltoniana, I’0Optica
geometrica i la mecanica quantica, entre altres camps— comenca substituint el
producte escalar (simeétric) per un producte antisimetric. Més concretament,
suposem que V és un espai vectorial de dimensio finita sobre un cos k de
caracteristica zero. Una estructura simpléctica sobre V ve donada per una
2-forma bilineal w que compleixi

1. w(v,v) =0peratotv €V.
2. Si w(ii, V) =0 per atot v €V, aleshores i = 0.

La matriu de w és antisimeétrica i invertible i aix0 implica immediatament

que la dimensio de V ha de ser parella 2n. A més, podem trobar una base

de V en la qual la matriu de w tingui la forma Q = (91 é), on I és la matriu

identitat n X n.

De la mateixa manera que a la geometria euclidiana ens interessen els
automorfismes que conserven la forma quadratica estandard de R™ —les
transformacions ortogonals—, en la geometria simpléctica ens interessen els
automorfismes que conserven la forma simpléctica estandard ) —en direm,
naturalment, transformacions simpléctiques.

Es senzill de veure que una matriu M és simpléctica si compleix M!QM = Q.
Aquestes matrius formen un subgrup de GLy,(k) que denotarem amb Sp,,, (k).
Aquests grups s’anomenen grups simpléctics i obtenim una cadena de subgrups

Spo (k) € Spy(k) C Spg(k) C - - -

completant cada matriu simpléctica amb una matriu identitat. Com que les

matrius (g ;\9') son simpléctiques per a tot A = 0, veiem que els grups Sp», (R),
Spy, (C) no s6n compactes.

En el cas particular n = 1 és immediat que Sp,(k) = SL»(k). La igualtat
deixa de ser certa en dimensions superiors, pero si que és cert en general
que Sp»,, (k) és un subgrup de SLp, (k). Aquest fet que el determinant de tota
matriu simpléctica és igual a 1 no és evident a partir de la condicio M!QM = Q,
pero es pot demostrar amb aquest raonament:

Comencem recordant que tota aplicacio lineal ¢b: V — V indueix aplicacions
lineals ¢;: A'V — A'V en els productes exteriors. En particular, si V és de
dimensio m, I'espai vectorial A"V és de dimensio 1 i 'aplicacio ¢,: A"V —
A™V és la multiplicacio pel determinant de f. Sigui ara V un espai vectorial
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simpléctic amb 2-forma w € V* A V*. Prenem una base 1i1,..., 4, U1,...,Un
de V en la qual la matriu de w sigui Q, és a dir,

W=U AU+ Uy AT,

onuyf,...,ur,v,...,U,f éslabase dual de V*. Sigui M una matriu simplecti-
caisigui ¢p: V — V I'aplicacio lineal induida per M en la base anterior. El fet
que M sigui simpléctica es traduira en el fet que ¢3 (w) = w, on ¢p*: V* - V*
és I'aplicacié dual. Considerem w™ := W A --- AW € /\2"(\/*). Aleshores,
det(¢p) w™ = d)z*n(w") = w™ i tot es redueix a demostrar que w™ =+ 0. Si obser-
vem que, per a tot i, j, els elements ;" A V", 11]?" A 17]-* € A%(V*) commuten,
veurem immediatament que

W' =US AV A AU AT =0, O
Els grups simpléctics compactes. El producte hermitic de H" ens permet
estendre els conceptes de matriu ortogonal (real) i matriu unitaria (complexa) al
cas quaternionic. En direm matrius simpléctiques (pero no les hem de confondre
amb les matrius simplectiques de 'apartat anterior): una matriu A € M;,x, (H)
és simpléctica (en aquest nou context) si conserva el producte hermitic:

(UA,VA) = (U, V) per tot i,V € H".

Vegem algunes primeres propietats de les matrius simplectiques.

e Clarament una matriu simpléctica representa una aplicaci6 bijectiva i, per
tant, és una matriu invertible, i la inversa també és simpleéctica. Per tant,
les matrius simplectiques formen un grup que designarem Sp(n).

e El grup Sp(1) s’identifica al grup multiplicatiu dels quaternions de mo-
dul 1 i, per la mateixa definicié de H, aquest grup és SU(2). Topologica-
ment, es tracta de S3, ’esfera de dimensio 3.

e Si A € Sp(n), A conserva la norma de H", i reciprocament.

e Igual que en el cas del grup unitari U(n), les matrius simpléctiques estan
caracteritzades per la propietat A A* = I, que és equivalenta A* = A1 i
és equivalent a A*A = 1.

e L’aplicacio My xn(H) — Mopx2,,(C) que hem construit anteriorment dona
una inclusi6 de grups Sp(n) C U(2n). En particular, els grups Sp(n) séon
compactes: ja sabem que U(2n) és compacte i és clar que Sp(n) és tancat
(es pot definir a partir d’equacions algebraiques).

e Els grups Sp(n) sén connexos i simplement connexos. La demostracio és
la mateixa que hem indicat a la pagina 9 i utilitza Sp(n)/ Sp(n—1) = $47-1,

En resum:

El mateix concepte de matriu que conserva el producte intern, aplicat a les
tres algebres de divisio R, C i H, ens proporciona tres families infinites de
grups compactes: O(n), U(n), Sp(n), n > 1.
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Relacio6 entre les dues families de grups simpléctics. Entre el grup simpléc-
tic no compacte Sp,,, (C) de les matrius M € Moy x2, (C) tals que MIQM = Q i
el grup simplectic compacte Sp(n) C U(2n) de les matrius M € M, (H) tals
que MM* = I hi ha aquesta relacié:

Sp(n) = Sp,,(C) NU(2n) = Sp,, (C) N SU(2n).

Demostrem aquesta identitat. Si tenim la matriu A=A;+Aj € Sp(n), conside-

rem la matriu Ac €U(2n) que hem definit a la pagina 17 Aleshores, Z(tc Ac=1I
ens dona

ALAL + AbA, = AyAy + AVA; =1, AlA, — ALA, = AyA; — ALA, = 0.

D’altra banda,

danc- (B A Besath) (0 1)
—A1A; —ALA, —A A + ALA, -1 0

i hem demostrat que Ac € Sp», (C). Reciprocament, si M € Sp,,(C) nU(2n),
tenim M!QM = Q i, al mateix temps, M~! = M*. Deduim que QM = MQ! i
aixo implica que M és de la forma A¢ per a alguna matriu A € Sp(n). i

En conclusio:

Si volem prescindir dels quaternions, podem definir el grup simpléctic Sp(n)
com el grup format per les matrius complexes 2n X 2n que conserven,
simultaniament, la forma hermitica i la forma simpléctica.

Els quaternions i les rotacions de R3

Abans hem vist que els espinors —que hem identificat amb els elements del
grup SU(2)— ens donen les rotacions de ’espai de dimensi6 3. Ara hem pogut
identificar els espinors amb els quaternions de norma 1. En aquest apartat inte-
grarem aquests dos fets i veurem com el grup multiplicatiu dels quaternions H*
ens dona una excellent descripci6é del grup de les rotacions SO(3).

A l'apartat Espinors i rotacions de I'espai, de la pagina 11, hem vist, d'una ma-
nera molt explicita, com els elements de SU(2) actuen per conjugacié sobre 7,
un R-espai vectorial de dimensio 3. D’altra banda, com que R és el centre
de H, i sabem (pagina 16) que la conjugaci6é per un quaternié q + O conserva
el producte escalar de R*, tindrem que ¢, dona un automorfisme ortogonal
de (i, j, k)r C M, el subespai (real) dels quaternions purs. Observem que aquest
subespai de M, si el mirem dins de M»«>(C), com hem fet quan hem definit els
quaternions, coincideix amb 7. D’aquesta manera, I'accié dels quaternions de
norma 1 per conjugaci6 sobre (i, j,k)r és exactament la mateixa que I'acci6
de SU(2) sobre H; que hem estudiat detalladament a I'apartat 3.
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En definitiva, de la mateixa manera que els nombres complexos ens van
proporcionar una manera molt més simple de descriure les rotacions del pla

cOS X —Ssin«x
sinx cosx |’

Z+— zZg VS. (

també els quaternions ens donen una descripcié molt més simple de les rota-
cions de I’espai de tres dimensions:

h — pohpo vs. Ry (V) =cos0v +sin0(ii x U) + (1 — cos 0) (i, V).

Fem ara explicita la relacié entre un quaternio unitari g € H i una rotaci6
descrita geometricament en la forma Ry j;:

q=cosx+sinax(xi+ yj+ zk) <~ RZa,m‘

entenent, pero, que a cada rotacié de SO(3) li corresponen dos quaternions
(o dos espinors) +q. Observem també que I’eix de la rotacié associada a un
quaternio p és simplement el vector p —p € (i,j,k)g C H perque p(p —
Pr=pr-7.

Digressio # 3: automorfismes de H

Ara podem descriure facilment els automorfismes de H. Curiosament, el com-
portament patologic de C respecte dels automorfismes —recordem que 1’axioma
de l'eleccié ens permet demostrar 1'existéncia d'una infinitat no numerable
d’automorfismes de C— no es generalitza al cas dels quaternions. El motiu
rau en el fet que R és el centre de H i qualsevol automorfisme (i també qualse-
vol antiautomorfisme) ha de respectar el centre. Per tant, si ¢: H — H és un
(anti)automorfisme, aleshores ¢ és R-lineal i, en conseqiiéncia, és continu i
ve donat per una matriu real 4 x 4. Per estudiar els automorfismes de H ens
convé considerar simultaniament els automorfismes i els antiautomorfismes.
Observem que, en tot cas, ¢ ha de conservar les solucions de I'equaci6 g2 = —1
i aquestes solucions (pagina 16) formen I’esfera unitat dins de (i, j,k)r C H =
R*. Per tant, ¢» donara un isomorfisme lineal de R? que conservara la norma i,
per tant, vindra donat per una matriu ortogonal. Si ¢ té determinant 1, sera una
rotacio i, segons hem vist, ¢ sera la conjugacio per un quaternié de norma 1. Si
¢ té determinant —1, tindrem que c¢ sera la conjugacié per un quaternioé de
norma 1, on ¢ és 'antiautomorfisme de H donat per la conjugacié. En conclusio,
tots els automorfismes de H sén interns i tots els antiautomorfismes seran
producte d’'un automorfisme intern per la conjugacio c. Pel que hem vist abans,
deduim que els automorfismes de H formen el grup SO(3).

Rotacions en dimensio 3: conclusio

L’estudi de les rotacions de R? ens ha dut a tres descripcions d’'un mateix
objecte
SU(2) = Spin(3) = Sp(1),



22 Jaume Aguadé

el recobriment universal de SO(3), un grup amb un subgrup normal {+I}
amb quocient SO(3), de manera que, topologicament, obtenim el recobriment
universal

$3 — RP3.

Com hem dit abans, donar tres noms diferents a un mateix grup quedara
justificat quan vegem, més endavant, que les tres families SU(n), Spin(n)
—que hem definit com el recobriment universal de SO(n)— i Sp(n) divergeixen
quan n creix.

Digressio # 4: I'aplicacié de Hopf

El grup Sp(1) esta format pels quaternions de modul 1 i, per tant, admet
com a subgrup el grup U(1), format pels complexos de modul 1. Aixo ens
permet considerar I’espai de les classes laterals Sp(1)/U(2). Topologicament,
Sp(1) s’identifica a 'esfera $3 i U(1) s’identifica a la circumferéncia S!, que ac-
tua per la dreta sobre S3. Aleshores, Sp(1)/U(2) és un espai topologic que po-
dem identificar facilment de la manera segiient. Pensem S? com I’esfera unitat
dins dels quaternions purs i escollim com a punt base el punti € S? c (i, j, k)g.
Aleshores, la representacio S3 = Spin(3) — SO(3) ens dona una accio ortogonal
de S3 sobre R3 i, en conseqiiéncia, una acci6 de S3 sobre I'esfera S2 c R3. Ales-
hores, si g € 3, podem considerar qig € S2. En conclusio, tenim una aplicacio
continua
n:83 — s2,

que es coneix com a aplicacio de Hopf i té propietats remarcables com aquestes:

o Ens permet identificar Sp(1)/U(2) amb I’esfera S2. En particular, I’apli-
cacié n és un fibrat principal i una fibracio i, localment, es comporta
com un producte de S2 per S!, que és la fibra. Geométricament, podem
descompondre I'esfera tridimensional com a uni6 disjunta de circumfe-
réncies, una per a cada punt de I'esfera 2-dimensional. A Internet!3 hi
podeu trobar moltes representacions grafiques magnifiques d’aquesta
descomposicio6.

e n va ser el primer exemple d'una aplicacié homotopicament no trivial
entre esferes de dimensions diferents. Heinz Hopf va poder demostrar
que tota aplicacio continua de S3 a 2 és homotopicament equivalent a
un multiple enter de n, en un sentit que ara no explicitarem, i, d’aquesta
manera, va demostrar que 13(52) = Zn, el primer calcul d’'un grup d’ho-
motopia d’esferes 1 (S™) amb k > n. S’ha afirmat que aquest resultat de
Hopf representa el moment fundacional de la teoria d’homotopia.

Hi ha una senzilla relacié entre I’aplicacié de Hopf i la geometria projectiva.
Recordem que, si V # 0 és un k-espai vectorial —encara que k sigui només un
anell de divisio—, podem definir el seu espai projectiu P(V) com el conjunt

13 Vegeu, per exemple, aquesta figura de I'’entrada «Hopf fibration» de la Wikipedia.
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dels subespais de dimensi6 1 de V, i aquest espai P(V) és I'ambit natural de la
geometria lineal. Si k = R, C, obtenim els espais projectius reals i complexos

% = RP c RP! cRP2c RP3CcRPYcC -+,
¥ =CP°cCPlcCPlcCP3cCPcC---

i, si k = H, obtenim els espais projectius quaternionics
* = HP® c HP' c HP? c HP} c HP* cC - - -,

en els quals la geometria lineal es comporta practicament igual que en els
casos classics reals i complexos llevat que, degut a la no commutativitat de
la multiplicacié a H, no es compleix el teorema de Papos. En els tres casos
anteriors, podem identificar la recta projectiva amb la compactificacié per
un punt de la recta afi, és a dir, amb I'esfera de la dimensi6é corresponent:
RP! = S1, CP! = §2, HP! = §4,

En els tres casos real, complex i quaternionic, cada subespai de dimensio 1
de k"1 estd determinat per un vector unitari, i dos vectors unitaris defineixen
el mateix subespai si un s’obté de I’altre multiplicant per un escalar de modul 1.
Aix0 ens permet identificar kP" amb el quocient (topologic) de I’esfera unitat
de k"*1 per I’acci6 de 'esfera unitat de k:

RP™ = 8"/ +1, CP"=S8""1/s1, HP" =g"+3/g3,
Per a n = 1 obtenim
St=RPl=8'/+1, S?=cCP!=53/S!, S*=HP!=57/s3.

En el cas real obtenim S! — S!, que és 'aplicacio z — z2 que es denota per 2.
En el cas complex obtenim I'aplicacié de Hopf i en el cas quaternionic obtenim
una generalitzacié de I'aplicacié de Hopf

v:Sl — 5’4,

que també és una aplicacié no homotopicament trivial significativa.

Precisament la relacié que hem comentat entre les aplicacions de Hopf 2¢, n
i v ila geometria projectiva ens dona la clau de la seva no trivialitat homotopica.
Considerem, per exemple, el cas de n: $3 — §2. No és dificil veure que el pla
projectiu CP?2 s’obté adjuntant a la recta projectiva CP! = $2 una bola de
dimensio6 4 a través de I'aplicaci6 n. Aleshores, si n fos homotopica a ’aplicacio
constant, tindriem que CP? seria homotopicament equivalent a S2 v S*. Aix0
és impossible perqué la cohomologia de CP? i la cohomologia de S v §4 son
diferents.

La importancia que I’aplicacié de Hopf va tenir en el desenvolupament de
la teoria d’homotopia va fer que es busquessin generalitzacions a dimensions
superiors, del tipus $2"*! — §"*1 amb fibra S™. Per a n = 0,1, 3 els plans
projectius real, complex i quaternionic ens donen aplicacions com aquesta i
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la pregunta va ser si es podia anar més enlla. Resulta que per construir una
aplicacio de tipus Hopf $2"+1 — $7*1 p’hi ha prou que la presumpta fibra S”
tingui una multiplicacio continua amb unitat i la construcci6 és tan senzilla
com aixo:

e Considerem aquestes dues construccions topologiques elementals:
— La suspensio. Si X és un espai, la seva suspensio és 1'espai
X = (X x[0,1])/{(x,0) ~ (x',0),(x,1) ~ (x',1) : x,x" € X}.
— La juntura. Si X, Y s6n espais, la seva juntura és I’espai

X*xY:=(XxYx[0,1])/R;
R:={(x,7,0)~(x,y",0), (x,y,1)~(x",y,1):x,x' €X, v,y €Y}.

Si Y ésl’espai amb un Unic punt, aleshores X x Y es coneix com el con
de X, i es denota CX.

— La cofibra homotopica. Si f: X — Y és una aplicacié continua, la
cofibra homotopica de f és I’espai quocient

(YUrCX):=(XUCY)/{(x,0) ~ f(x):x € X}.

El cas més interessant és quan X és una esfera S i CX és una
bola tancada e™*!. En aquest cas, diem que la cofibra homotopica
de f:S8™ — Y és 'espai que s’obté adjuntant a Y una cel'la de
dimensio n + 1.

e No és dificil comprovar que les dues operacions anteriors transformen
esferes en esferes (llevat d’homeomorfisme): §" = S+l §n y §M =
Sn+m+1.

e Si S™ admet una multiplicacié6 amb unitat, podem considerar I'aplicaci6é

fr8ntl=gnygn L sgn = g+l £([x,y,t]) = [xy,t],

que, per an = 0,1, 3, és, llevat d’homotopia, ’aplicaci6 de Hopf. A més, si
utilitzem f per adjuntar a S"*! una cella e?"*2, obtenim un espai S"*! U
e?"+2 que podem interpretar com el pla projectiu associat a S™.

En particular, si $” és un grup —com ho son S° = {+1}, S = U(1) i
S3 = Sp(1)—, ja tenim l’aplicaci6 de Hopf $2"+1 — §"*1 que voliem, pero no cal
que S™ compleixi tots els axiomes de grup, només el que afirma I'existéncia de
I'’element neutre! El cas és que un teorema classic de Frank Adams —molt dificil,
si bé s’han trobat demostracions forca més senzilles que 'original d’Adams—
afirma que les Uniques esferes que poden tenir una multiplicacié continua
amb unitat séon S°, St, §3 i S7 i, en conseqiiéncia, les uniques aplicacions
de tipus Hopf que poden existir son les tres que ja coneixem: 2t¢, n, v i una
hipotética o: S'°> — §8 amb fibra S7, si és que realment S’ —que no sembla
que puguem identificar amb cap grup conegut— admet com a minim una
multiplicacié continua amb unitat.}4

14 S7 si que admet aquesta multiplicacid, perd aquest fet —de conseqiiéncies immenses— el
discutirem en algun altre lloc.
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5 Rotacions en dimensio 4

Volem estudiar ara les rotacions de 'espai euclidia R* amb la intenci6 de
trobar, potser, alguna relaci6 entre el grup Spin(4) —que hem definit de manera
abstracta com el recobriment universal de SO(4)— i algun grup conegut. Com
veurem, l'estudi del grup SO(4) és molt bonic, i també és ben singular perqué
Spin(4) és I'tinic grup d’espinors que té una descomposicio no trivial com a
producte cartesia.

Considerem I'aplicacio

1y Sp(1) x Sp(1) — SO(4)

definida d’aquesta manera: identifiquem R* amb H i definim 14 (p,q) com
I’aplicaci6 R-lineal H — H donada per

h— phq.

Al llarg d’aquest apartat, per simplificar, escriurem 1 en lloc de 7r4. La for-
mula d’anticommutaci6 ens diu que 1w (p, g) conserva el producte escalar, és
a dir, m(p,q) € O(3) i, com que Sp(1) x Sp(1) és un espai connex, tenim
que 1m(p,q) € SO(3). Que 1™ és un homomorfisme de grups és evident. Les
rotacions 1m(p, 1) i 7t (1, p) per p € Sp(1) reben el nom d’isocliniques.

Vegem primer que 7t és una aplicacié exhaustiva. Sigui A € SO(4) i sigui
(a,b,c,d) la primera columna de A. Aleshores, si p := a + bi + cj + dk € H,
observem que B := 1(p,1)A deixa fix el primer vector de la base canonica
de R* = H, amb la qual cosa B € SO(3) —entés com el subgrup de SO(4) de les
matrius amb primera fila i primera columna igual a (1,0,...,0)— i, com hem
vist en I'estudi de les rotacions de R3, existeix un quaternio unitari g tal que
¢ = 1(q,q). En conclusio, A = m(pq, q) i hem comprovat que 7t és exhaustiva.
D’altra banda, és clar que el nucli de 17 és el subgrup diagonal {(1,1), (-1, -1)}.

Per tot aix0, podem afirmar que el recobridor universal de SO(4) és Sp(1) x
Sp(1) i aix0 ens duu a identificar

Spin(4) = Sp(1) x Sp(1),

de manera que cada rotacié de I’espai euclidia de quatre dimensions ve deter-
minada per una parella de quaternions unitaris, inica llevat del signe.
Observem que, com ja haviem anunciat, si bé Spin(3) = SU(2) = Sp(1),
aquests isomorfismes ja no es mantenen si augmentem la dimensié en una
unitat. Tanmateix, Spin(4) no ens aporta cap grup nou més enlla de les fami-
lies SU(n) i Sp(n).1> Amb les definicions que hem donat, la compatibilitat entre

15 Espoiler: Cal arribar a la dimensi6é 7 perque els grups Spin(») es mostrin com una familia
independent de les families SU(n) i Sp(n).
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les descripcions que tenim de les rotacions de R3 i les de R* és immediata:
tenim un diagrama commutatiu

Sp(1) = Spin(3) -t Spin(4) = Sp(1) x Sp(1)

k B

SO(3) : SO(4)

on ¢ ve donada per la inclusio de R? = (i, j,k)gr en R* = H, A és 'aplicacio
diagonal i 113, 714 SOn les representacions que hem explicat en aquest text.

L’epimorfisme 1 també ens permet obtenir una bona descripci6é de 'estruc-
tura de grup de SO(4). Considerem aquests tres subgrups de SO(4)

H; = {m(p,1) :p € Sp(1)} = Sp(1),
Hy = {mt(1,p) :p € Sp(1)} = Sp(1),
Ha ={m(p,p) : p € Sp(1)} = SO(3).

Observem que H; i H, s6n normals a SO(4), commuten entre ells i tenen
intersecci6 {+I}. En tots dos casos, el grup quocient és SO(3). El grup Ha no
és normal i les classes laterals s’identifiquen a Sp(1) com a espais topologics.

L’epimorfisme 7t també ens permet obtenir una bona descripcié de la
topologia de I'espai SO(4). D’entrada, SO(4) s’identifica a I'’espai quocient
de S3 x $3 per I'acci6 diagonal de I’aplicacié antipodal T, pero, d’altra banda,
l'aplicacio f(p,q) = (p,pq) de S3 x $3 ens dona un homeomorfisme

($3x 8% /1= (S3/1) x S3,

on l'acci6é de T sobre l'espai de I'esquerra és diagonal. En conclusio, topo-
logicament —no com a grup!— SO(4) s’identifica al producte RP3 x §3 =
SO(3) x Sp(1).

Finalment, voldriem relacionar la descripcio de SO(4) anterior amb la geome-
tria de les rotacions en quatre dimensions. Recordem que tota matriu de SO(4)
es pot escriure, prenent una base ortonormal adient, en la forma

cosx —sinx ® cosf —sinf
sinx cos« sinf cosB |-

Es a dir, hi ha dos plans invariants ortogonals i sobre cada pla tenim una
rotacio d’angle « i B, respectivament. Com podem llegir els plans invariants i
els angles de rotaci6 de la rotacio m(p, q)? D’enca que Cayley va descriure per
primera vegada (1855) les rotacions en quatre dimensions com a productes
de quaternions x — pxq, diversos autors com Klein, Hurwitz o Coxeter van
completar aquesta teoria que desenvoluparem a continuacio.
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Rotacions no isocliniques. Considerem dos quaternions unitaris p,q = =11
escrivim-los en la forma

p =CoSx + sinxu,
q=cosB+sinfv,

on &, f € (0,7r) i u, v sén quaternions unitaris purs. Suposem, en primer lloc,
que u # +v i definim

x{=14+uv, x3j=u-v,
x; =1-uv, x; =u-+v.

Uns calculs elementals demostren aquestes propietats de xi, x5, x7, X5
(tingueu en compte les formules de la pagina 16):

+ . - — .

o I 112 = x5 117 = 2 = 2Cu, v); lxy 112 = lIxz 112 = 2+ 2(u, v); x7, x3,
X1, X, sOn ortogonals dos a dos.

o Com que estem suposant u # +v, normalitzant els quaternions x;, x7,
X1, X5 , obtenim una base ortonormal de H com a R-espai vectorial. A més,
podem afirmar que aquesta base és positiva. Aixo es dedueix d’aquest
resultat:

Si u, v son quaternions purs, aleshores, per la desigualtat de Cauchy-
Schwarz,
det(1,u,v,uv) = ||ull*[|v||* = (u,v)* > 0.

Per comprovar-ho, recordem la féormula del producte vectorial triple @ x
(bx¢) ={d,c)b—(d,b)¢ irecordem també que en dimensio6 3 tenim aques-
ta relacio entre el determinant i el producte vectorial: det(eq, é»,é3) =
(€1, e» x é3). Aleshores:

det(1,u,v,uv) = det(l,u,v, —{(U,v) + U Xv) =
=det(u,v, u xv) ={u,v x (U Xv)) =
= (u, |lv|Pu—(u, v) v) =lul* [lv]*—(u,v)* = 0. O
En el cas de la base x|, x5, x7, x, és facil veure que el seu determinant

ésigual a4 det(l,u,v,uv) > 0.
e L’acci6 de 1t (p, q) compleix aquestes formules:

px{q=cos(x+ B)x{ +sin(x+ B) x5,
px3q=—sin(x+ B)xj +cos(a+ p) x5,
px;q=—-cos(x—P)x; +sin(x - ) x;,

px, q =—sin(ax— B) x; +cos(x—B) x5 .
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e Les formules anteriors demostren que H* := (x{,x; ) i H™ = (x],x;)
son plans ortogonals invariants per 1w (p,q) i que 1 (p,q) és la rotaci6
plana d’angle o + B en el pla H* i la rotaci6é plana d’angle « — 8 en el
pla H™.

El cas u = v es comporta practicament igual. Per exemple, si u = v,
seguim tenint el pla invariant H- = (1, u) sobre el qual 1m(p, q) és la rotacio
plana d’angle & — . Escollim ara un quaternié pur unitari w ortogonal a u i
definim H* := (w,uw). Aleshores, H* i H~ s6n dos plans invariants ortogo-
nals i uns calculs com els anteriors ens mostren que 1 (p, q) actua sobre H*
com la rotaci6 plana d’angle « + . Observem que, pel resultat anterior sobre
el determinant, la base que hem pres és positiva. El cas u = —v és exactament
igual, excepte que ara H™ := (w,uw) i H" = (1, u).

Estudiem ara 'existéncia d’altres plans invariants en la rotacié m(p,q)
amb p,q + =1. Si descartem el cas «x = 8 = /2 —en el qual (p,q) té,
evidentment, infinits plans invariants—, demostrarem que els plans H* i H~
anteriors son els tnics plans invariants de p := w(p, q).

Suposem que H + H*,H~ és un pla invariant i sigui h € H tal que h =
h®+h- amb ht € H", h- € H™ i h*,h~ # 0. Les hipotesis que hem fet
sobre «, B impliquen que p(h) # +h i que com a minim una de les dues
parelles de vectors (h*,p(h*))i (h~,p(h™)) és linealment independent. En
particular, h i p(h) formen una base de H. Pel que hem vist més amunt sobre
la rotacio p, el polinomi anullador de p sobre H* és x2 —2cos(x+ B)x + 11
el polinomi anullador de p sobre H™ és x2 — 2 cos(x — 8) x + 1. Calculem ara
p?(h):

p?(h) =2cos(x+ B)p(h*) —h* +2cos(x—B)p(h™) —h".

Com que estem suposant que H és un pla invariant, tindrem p2(h) — h =
Ah + up(h) i, com que H™ n H- = {0}, obtenim aquestes dues igualtats:

(2cos(a+ B) —u)p(h*) = Ah*,
(2cos(x—B) —wp(h™) =Ah",

que impliquen (recordem que com a minim una de les dues parelles (h*,p(h*))
i(h™,p(h™)) és linealment independent) A = 0 i cos(x + B) = cos(x — ), que
es contradiu amb la hipotesi p,q + +1.

Rotacions isocliniques. Resta només estudiar el cas de les rotacions isoclini-
ques, és a dir, el cas en que p = 1 0 q = 1. En aquest cas, hi ha infinits plans
invariants i cada quaternié h + 0 pertany a un d’aquests plans. Concretament,
sigui p un quaternio6 unitari p = cos «x+sinxu + =1 1isigui h € H— {0}. Si apli-
quem la identitat p2 = 2 cos ap — 1, veiem que p*h = 2cosxph —h € (h,ph)
i (h,ph) és un pla invariant per m(p, 1) i, analogament, (h, hp) és un pla
invariant per (1, p).

Si w és un quaternié unitari pur ortogonal a u, podem prendre la base
ortonormal positiva (pagina 27) de H formada per 1, u, w, uw i observem
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que 17(p, 1) és la rotacié d’angle «x en cadascun dels plans invariants ortogo-
nals (1,u) i (w,uw). En canvi, t(1, p) és la rotacié d’angle —x a (1,u) ila
rotacio d’angle « a (w,uw). Veiem, doncs, que les rotacions isocliniques es
classifiquen en dos tipus: les que giren angles iguals en dos plans invariants
ortogonals i les que giren angles oposats en dos plans invariants ortogonals
(+I pertany als dos tipus). Les primeres s’obtenen per multiplicaci6é per I'es-
querra per un quaternio6 unitari i, les segones, per multiplicaci6 per la dreta per
un quaternio unitari. Aquesta distinci6 es correspon als dos subgrups normals
de SO(4) —no conjugats, és clar— H; i H, que hem considerat abans.

Digressio # 5: rotacions de I’espaitemps

L’espaitemps de la teoria de la relativitat (especial, és a dir, sense gravetat) no
és l'espai euclidia R* perqueé la coordenada temps (t) es comporta de manera
diferent de les tres coordenades espacials (x, vy, z) i, per tant, el concepte de
rotacio requerira una definicio diferent de la que hem utilitzat en la geometria
euclidiana de R", és a dir, en els altres apartats d’aquest text. Expliquem
de manera molt succinta —que vol dir que ho explicarem necessariament
malament—1% quina és la distancia que hem d’utilitzar a R* quan I'identifiquem
a 'espaitemps de la teoria de la relativitat.

Considerem un sistema de referéncia inercial S amb un sistema de coordena-
des ortonormal x, y, z i un rellotge que mesura el temps t,!7 i un altre sistema
inercial S’ amb coordenades x’, ', z" i un rellotge que mesura el temps t’. A ca-
da esdeveniment el sistema S li assignara unes coordenades (x,y,z,t) € R4
i el sistema S’ li assignara unes altres coordenades (x’,y’,z’,t") € R%. Supo-
sem que, quan t = 0, també t’ = 0 i els origens de S i S’ coincideixen. Suposem
que en l'instant t = ¢’ = 0 un foto6 surt de 'origen i tenim un observador a S
i un altre a §” que volen calcular la velocitat del fot6. Suposem que aquest
fot6 passa per un punt P. Aleshores, S detectara el fot6 en el punt P amb
coordenades (x, y,z) enl'instant t i $" detectara el fot6 en el mateix punt P
amb coordenades (x’,y’,z’) en 'instant t'. Es a dir, S observara que el foto

ha recorregut una distancia 1/x2 + y2 + z2 en un temps t i S’ observara que el
foté ha recorregut una distancia 1/x’2 + ¥’2 + z’2 en un temps t'. Per I'axioma

fonamental de la teoria de la relativitat, S i S’ han d’arribar al mateix valor per
a la velocitat del foto. Per tant,

X2+ y2+2z2 X+ Y2+ 22

=C =
t t’

Aquest raonament ens diu que el punts en qué s’anulla la forma quadratica

Q(X,Y,Z,T) = X?> + Y% + 7% — c*T?

16 Si voleu més detalls sobre tot el que explicarem ara, llegiu el llibre imprescindible Geometria
diferencial i relativitat, de Joan Girbau, en el qual trobareu molt ben explicat tot el que aqui hem
de resumir excessivament.

17 De fet, un rellotge a cada punt de I’espai, tots sincronitzats.
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segons 'observador de S son els mateixos punts en que s’anulla segons I’ob-
servador de S’. Dit amb més exactitud: sigui A el canvi de coordenades (que no
coneixem) entre (x,y,z,t)i(x’,y’,z’,t'), isigui Q* la quadrica transformada
de Q per A; aleshores,

Q&) =0 <= Q*(e) =0.

Aixo implical® que les dues quadriques difereixen en una constant no nulla. A
partir d’aqui, fent uns calculs més o menys llargs,'® podem deduir:

e Les classiques formules de Lorentz que expressen el canvi de coordena-
des (x,y,z,t) —» (x',y',2',t') en funcio6 de la velocitat v de S’ respecte
de S (sempre que |v]| < ¢).

e A =11iel canvi de coordenades conserva la forma quadratica Q.

El que ens interessa de tot aixo és aquest darrer punt: a ’espaitemps, els
moviments han de respectar la forma Q, que, per tant, fa el paper que fa la
forma quadratica X2 + Y2 + Z2 + T2 a I’espai euclidia. En conclusio, deixant
de banda les translacions, el grup dels moviments rigids de ’espaitemps
estara format per les matrius reals invertibles 4 x 4 que conservin la forma
quadratica Q = X2 + Y2 + Z2 — ¢2T?, una forma quadratica no singular de
rang 4 i index 1 equivalent a la forma X? + Y2 + Z? — T2. Aquestes matrius
formen el que es coneix com a grup de Lorentz. El denotarem amb O(3,1) i és
el grup del qual volem dir alguna cosa en aquesta digressio.

Si T és la matriu diagonal (1,1,1,-1) —és a dir, la matriu de la forma
quadratica Q anterior—, aleshores

0(3,1) = {A € Mas(R) : AITA =T}

és clarament un subgrup de GL4 (R). Podem considerar el subgrup O(3)x0O(1) C
0(3,1) tenint en compte les transformacions ortogonals de les tres primeres
coordenades i el canvi de signe de I'tiltima coordenada.

0(3,1) no és compacte: per a cada A € R podem considerar la matriu

<(1) (1)> ® (g ﬁ) € 0(3,2)

18 Es curi6s que molts llibres de teoria de la relativitat ometen aquest punt (una excepcioé és el
llibre de Bernard Schutz), és a dir, de la igualtat dels conjunts de punts en que les quadriques
s’anullen passen a la igualtat de les formes, sense cap comentari. Matematicament, el problema
es planteja en aquests termes: siguin f i g dos polinomis irreductibles en n variables tals que el
conjunt de zeros de f sigui el mateix que el conjunt de zeros de g, és a dir, V({f)) = V({g)),
en el llenguatge de la geometria algebraica; podem deduir que (f) = (g)? Si el cos base és
algebraicament tancat, la resposta és si i es dedueix immediatament del Nullstellensatz, pero,
si el cos és R, com en el nostre cas, la resposta és no: x2 + y2 i x2 + 22 tenen els mateixos
zeros a R? i no difereixen en una constant. Cal alguna hipotesi addicional. Afortunadament, el
llibre Afinitats, moviments i quadriques, d’Agusti Reventos, si que tracta el tema (apéndix D) i
demostra que, si f i g son de grau dos sobre R, amb els mateixos conjunts de zeros, i un d’ells
compleix que té un zero regular (és a dir, amb gradient no nul), aleshores f i g difereixen en
una constant no nulla. Com que en el cas de la forma quadratica Q la condici6é de regularitat es
compleix, podem afirmar que Q = AQA.

19 Ho podeu trobar molt ben explicat al llibre citat de Joan Girbau.
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amb u = +/1 + A2. Usualment, aquestes matrius s’escriuen utilitzant les fun-
cions trigonometriques hiperboliques:

1 0 coshx sinhx
(0 1) ® <sinhx coshx)’ xR,
que recorda I’expressio de les rotacions amb sinus i cosinus. Es pot demos-
trar que el subgrup O(3) X O(1) és un subgrup compacte maximal de O(3,1).

Es clar que les matrius de O(3, 1) tenen determinant +1 i tenim, per tant,
un homomorfisme de grups det: O(3,1) — Z/2 que és exhaustiu i, en parti-
cular, ens diu que el grup de Lorentz no és connex. Tal com fem amb el grup
ortogonal, definim SO(3,1) com el subgrup normal de O(3,1) de les matrius
de determinant 1.

Ara apareix un fenomen que no tenim en el cas dels grups ortogonals
classics. Hi ha encara un altre homomorfisme exhaustiu 6: O(3,1) — Z/2 que
es defineix d’aquesta manera: si A € O(3,1), escrivim A = (ft Z) amb u € R.
De la condici6 ATA = T es dedueix p?2 = viv +1 = ||[v]|2 +1 = 1. Per
tant, u # 0 i podem definir 6(A) := u/|u| € {£1} = Z/2. Resulta que 0 és
un homomorfisme, pero no conec cap demostracié elemental d’aquest fet.
Resulta que 0 s’identifica amb un concepte general de formes quadratiques

que s’anomena norma espinorial i que, per la seva mateixa definicio, és un
homomorfisme. En definitiva, tenim un epimorfisme

0@3,1) — z/2x1Z/2

que ens diu que O(3,1) té, com a minim, quatre components connexes —son
exactament quatre— i ens permet definir aquest subgrup normal connex

SO*(3,1) := {A € 0(3,1) : det(A) = 0(A) = 1}.

Ara podriem comencar a estudiar un grup Spin(3, 1) que fos un recobriment
doble de SO* (3, 1), identificar-lo a algun altre grup conegut (coincideix amb
el grup simpléctic no compacte Sp, (C)), etc., pero sera millor que ho deixem
aqui.

6 Rotacions en dimensio 5

En aquest apartat estudiarem les rotacions de l'espai euclidia R>, amb la
mateixa intenci6 dels casos anteriors: veure si podem identificar els espinors
en dimensi6é 5 amb algun grup conegut. Avancem que la resposta que trobarem
sera que Spin(5) s’identifica a Sp(2). Per veure-ho, considerem aquest R-espai
vectorial de dimensio 5:

A
V.= {(q _q)\) € Moo (H):AER, g€ I]-I]}.

Observem:
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V esta format per les matrius hermitiques quaternioniques de traca zero:

V={Me&Mo(H): M* =M, tr(M) = 0}. Escriurem els vectors de V en

la forma [A, q] i prendrem com a base ortonormal de V la formada per

les matrius [1,0], [0,1], [0, ], [0, j], [0, k].

e Sp(2) actua sobre V per conjugacio. Aixo és evident pel punt anterior i
pel fet que, per definicio, les matrius de Sp(2) compleixen Q1 = Q*.

o Un calcul immediat mostra que, si M € V, aleshores M2 = ||M||2I, on la
norma I'’entenem amb el producte escalar euclidia de V com a R-espai vec-
torial. Com a conseqiiéncia d’aix0, la conjugaci6 per una matriu de Sp(2)
conserva la norma de V = R i, per tant, és una transformacioé ortogonal.

e Tenim, per tant, un homomorfisme Sp(2) — O(5) i, com que Sp(2) és

connex, la imatge estara continguda en el component de la identitat:

1T5: Sp(2) — SO(5).

Recordem I'epimorfisme Sp(1) x Sp(1) — SO(4) de la secci6 anterior. Es evi-
dent que, si identifiquem R* = H amb I’hiperpla A = 0 de V i identifiquem
Sp(1) x Sp(1) amb les matrius diagonals de Sp(2), aleshores 'homomorfis-
me 175: Sp(2) — SO(5) és una extensio de la representacié de les rotacions en
dimensio 4 i tenim un diagrama commutatiu

Sp(1) x Sp(1) —— Sp(2)

B .

SO(4) : SO(5)

Calculem el nucli de 1t5, és a dir, les matrius Q € Sp(2) que commuten amb
totes les matrius de V. La commutativitat amb [1,0] implica que Q és diagonal.
La commutativitat amb [0, 1] implica que Q és de la forma pI amb ||p|| = 1.
Finalment, la commutativitat amb totes les matrius [0, g] per a tot g implica
que p és central a H i, per tant, Q = +I.

Finalment, demostrem que 115 és exhaustiva. Sigui A € SO(5) i sigui [A, gq] €
V un eix de A. No és restrictiu suposar que ||[A,g]]| =11 A > 0. Sigui ara

S e iy
IJ-— 2 ’ 19-—2“’ Q_(p IJ)

Es compleix que Q € Sp(2) i que Q[1,0]Q* = [A,q] € V. Aleshores B :=
m5(Q) 1A 15(Q) €SO(4) perqueé fixa I'eix [1,0]. Per tant, B pertany a la imatge
de 115 i A també.

Observem que els dos subgrups normals H;, H, de les rotacions isocliniques
de SO(4) passen a ser conjugats a SO(5). No tinc constancia que s’hagi fet un
estudi dels eixos i els plans invariants com el que hem explicat a ’'apartat de
les rotacions en dimensio 4.
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En conclusid, Sp(2) és el recobriment universal de SO(2) i podem identificar
Spin(5) = Sp(2).

Una vegada més, tampoc no ens ha calgut descobrir cap grup nou per descriure
els espinors en dimensio 5.

7 Rotacions en dimensio 6

Estem arribant al limit del que considerem baixa dimensio en aquest treball:
estudiarem les rotacions en dimensio 6 i veurem com també les podem descriu-
re utilitzant uns espinors apropiats que, novament, identificarem amb algun
dels grups que ja coneixem. Recordem que hem identificat Spin(5) amb Sp(2)
i recordem també que hem vist (pagina 20) que Sp(2) és un subgrup de SU(4),
concretament, Sp(2) = SU(4) n Sp4(C). Aix0 ens pot dur a intuir que potser
podrem identificar el grup Spin(6) amb SU(4) i, efectivament, aquesta intuicié
és correcta, pero alguns detalls seran més complicats que en les dimensions
inferiors.2? Per comencar, ens caldra repassar alguns conceptes d’algebra multi-
lineal.

Sigui V = C™ amb el producte hermitic ordinari i la base canonica ey, ..., ey.
Ens interessa considerar aquestes representacions de GL;, (C): I’accié natural
sobre V, I'acci6 sobre V* donada per

(A-w)(e) = w(Ae) = w(A*e)
iles accions naturals que es desprenen d’aquestes dues sobre els productes
exteriors /\k Vi /\k V* per k = 1,...,n. A partir d’aqui, observem:

¢ Hi ha un isomorfisme GL, (C)-equivariant « : /\k V* - ( /\k V)* donat pel
determinant: a(wi A - -+ A wg) (U1 A - - - Aug) 1= det(w;(u;)).

e Tenim una dualitat d: V — V* definida aixi:
d(e) (u) :=(u,e).

d és bijectiva i semilineal en el sentit que d(Ae) = Ad(e). Direm que d és
un c-isomorfisme. Observem que d és U(n)-equivariant. També podem
considerar el c-isomorfisme A¥d: A\¥V — AKV*.

e Sin=2k,podem considerar aquesta forma bilineal simétrica B sobre /\k V:
BUi A -+ AU, V1 A--- AVg) :=det(uy,..., Uk, V1,..., Vk).

Aquesta forma bilineal dona lloc, de manera natural, a un isomorfisme
b: /\k V- (/\k V)* i és senzill comprovar que b és SU(n)-equivariant.

20 Seguirem el cami indicat per Paul Garret a Sporadic isogenies to orthogonal groups (2015).
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o Combinant les aplicacions anteriors

k neg K k , Kk
AV AV —— (A\V)* —— AV

obtenim un c-isomorfisme J: /\k V- /\k V que és SU(n)-equivariant.
e Sigui W := Fix(J) el conjunt dels p /\kV fixos per J. Observem que
W no és un subespai vectorial de /\k V —perque J no és lineal—, pero si

que és un R-subespai vectorial. D’altra banda, és clar que W és tancat per
I'accio de SU(n) —perque J és equivariant.

Per a I’estudi del grup Spin(6) ens interessa I'aplicacié J en el cas n = 4

2 2
J: A\t — A\,
que no és dificil de calcular de manera explicita. Considerem la base canoni-
. . . 2 4 N .
caejj:=e; Aej, i< j,de/\”C* Un calcul senzill ens dona

J(e12) = e3s, J(e3zs) =erp, J(e13) = —eny,
J(exs) = —e13, J(ex3) = e1s, J(eis) = en3.

Es a dir, la matriu de J com a aplicacié R-lineal en la base

{e12,e34,1e12,1€34, €13, €24, 1€13, €24, €23, €14, 1€23, 114}

(o)e (5 )= (5 )= o)t o) o)

A partir d’aqui obtenim aquesta base de W com a R-espai vectorial:

és

Wo := ie13 + iepq, Wy :i=epq4— €13, Wy .= —e14 — €33,
W3 1= 1ep3 — 1€14, Wi = e12 + €34, Ws = 1e12 — ie34.

Recordem que sobre /\2 C* —i, per tant, sobre W— hi tenim una forma bilineal
simetrica B. Si calculem els valors que pren B sobre la R-base de W, observem
que obtenim una matriu diagonal amb 2 a la diagonal. Es a dir, B és un producte
escalar (real) definit positiu sobre W i {w;/~/2 : i = 0,...,5} és una base
ortonormal respecte de B. D’altra banda, ’acci6 de SU(4) conserva la forma
bilineal B. En conclusio, hem obtingut un homomorfisme de grups

SU(4) — 0(6).
Com que els grups SU(n) sén connexos, tenim

1s: SU(4) — SO(6).
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A continuacio, demostrem que el nucli de 7t és {+I}. Suposem que A =
(aij) € SU(4) és tal que deixa fixos els elements de la base de W. A partir d’aqui
és facil veure que A actua trivialment sobre /\2 C*: per a cada i < j tindrem
Aej A Aej = e; Aej; prenem k # i, j i, considerant els coeficients de e, ejk i e;j
a la igualtat anterior, arribem a

Aiidkj = Akidij, Ajidkj = Akidjj, Aiidjj — ajidij = 1.

Deduim que A ha de ser diagonal i el producte de dos elements qualssevol de
la diagonal ha de ser igual a 1, que només és possible si A = +1I.

Relacionem ara 7rg: SU(4) — SO(6) amb I’epimorfisme 115: Sp(2) — SO(5)
de I’apartat anterior. Recordem que haviem vist que Sp(2) s’identifica al sub-

grup de SU(4) format per les matrius que conserven la forma alternada no

degenerada sobre V donada per Q = (91 é) en la base canonica ej, e, es,

e4 (pagina 20). Aquesta forma dona una aplicacié lineal w: /\2 V — C que
compleix

w(err) = w(ers) = wlexs) = wless) =0, w(e13) = wlex) =1

i, per tant, w(wg) = 2ii w(w;) = 0 per i + 0. Aix0 ens diu que un element
de SU(4) conserva w si i només si deixa fix wg. En conclusio, mg: SU(4) —
SO(6) envia Spin(5) = Sp(2) a SO({wg)*) = SO(5). Ara caldra relacionar
aquest epimorfisme de Spin(5) a SO(5) amb 175: es compleix que aquest dia-
grama és commutatiu:

Sp(2) —— SU4)

o

SO(5) —— SO(6)

La manera elemental de demostrar la commutativitat d’aquest diagrama és
fent un calcul directe: prenem una matriu arbitraria A € Sp(2), calculem
explicitament la matriu 116 (Ac) i la comparem amb la matriu 775 (A).2!

Finalment, demostrarem que 116 és exhaustiva. Considerem, doncs, una
matriu R € SO(6) per a la qual volem trobar P € SU(4) tal que 16(P) = R.
Escrivim

R(wo) = Awo + pw, w € (wo)*, [lwl|® = [lwol|* = 2, A% + pu* = 1.

Sigui S € SO({wp)*) una rotacié qualsevol tal que S(w) = w;, de manera
que SR(wg) = Awg + pw;. Ja sabem que existira A € Sp(2) ¢ SU(4) tal que
S = 116(A). Considerem la matriu complexa diagonal

M := Diag(Ai — pu, Ai + u, —1i,—1).

21 Per fer aquest calcul i trobar la base wy, ..., ws que fa que el diagrama sigui commutatiu
vaig utilitzar sagemath, en particular, aquest script (accessible des de la versio electronica de
I'article). Seria bonic trobar una demostracié breu i no computacional de la commutativitat del
diagrama, pero la veritat és que fer aquest calcul amb sagemath també té el seu encant.


https://tinyurl.com/592rbswv
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Tenim que MeSU(4) i Tt (M )(wo)=Awq + pwi. Aleshores 116 (M 1116 (A)R (Wo)=
wp, amb la qual cosa existira B € Sp(2) tal que (M ~1)16(A)R = 116(B) i
deduim que R és a la imatge de 11.

8 Conclusio

Hem completat el nostre objectiu de donar descripcions explicites, detallades
i coherents de les isogénies esporadiques entre els grups d’espinors Spin(k)
per k < 7 i grups de les families SU(n) i Sp(n), i hem obtingut aquest diagrama
commutatiu:

Spin(3) —— Spin(4) ——— Spin(5) —— Spin(6)

Sp(1) —>— Sp(1) x Sp(1) —— Sp(2) SU(4)

I B o

SO(3) ‘ SO(4) ‘ SO(5) —~— SO(6)

Esperem que, més enlla de I'interés que aquestes isogenies classiques puguin
tenir, el cami que hem seguit —i les digressions que hem fet— puguin ser tutils
per iniciar-se en I'estudi dels grups de Lie compactes i les seves apassionants
propietats geometriques i topologiques.??
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22 Si us ha agradat aquest estudi de les rotacions en dimensio < 7, no us perdeu els fets
extraordinaris que succeeixen en dimensio 8.



